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  . كنندها در عين سادگي مفهوم، نقشي زيربنايي در رياضيات امروزين بازي ميمجموعه

چرا در طول تاريخ رياضي، مفهوم مجموعه در صد و پنجاه سال اخير مطرح شده است و 

مفهوم و اهميت آن اين كسي متوجه اين چرا تا قبل از  مورد توجه واقع شده است؟

  نبوده است؟

. آيدنكتة اساسي در تاريخ رياضي آن است كه هر مفهومي در صورت نياز به وجود مي

  .شوندمفاهيم غيرضروري زائد محسوب مي

  آيا براي سخن گفتن از اعداد لازم است موجوديتي براي مجموعة آنها قائل شويم؟ 

  . ها نبودضور مجموعهتا قبل از نياز به مفهوم تابع، نيازي به ح

از لحاظ تاريخي، نياز به قبول تابع به عنوان موجودي جديد و مهم در رياضي، حضور 

  . ها را به عنوان اشيايي جديد و مهم در رياضي ضروري ساختمجموعه

روند پيدايش توابع از زمان به وجود آمدن حساب ديفرانسيل و انتگرال تا رسيدن به 

  . سال طول كشيد ٣٠٠مفهوم دقيق تابع 

جديدي به اسم دقت تعريف تابع به عنوان اشياي جديد از طريق وجود موجودات 

  .دمجموعه قابل انجام ش

دهد كه آنها را به عنوان اشياء و موجودات ها، وقتي رخ مياستفاده جدي از مجموعه

  .پذيريم كه قابليت آنرا دارند كه در مورد آنها سخن بگوييمجديدي مي

اي از اشياء معين موجوديت جديدي قائل شويم و آنرا به عنوان حق داريم براي دستهآيا 

   يك شيئ جديد بپذيريم؟
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اي از اشياء، يك عمل ذهني است و ما مجاز هستيم به هر شيء در نظر گرفتن دسته

تنها شرط، داشتن قدرت تميز بين آنها . طريقي كه خواستيم اشياء جديدي معرفي كنيم

  . است

ماند و توانايي خلق اشياء ذهني براي ما قرار اين توانايي، مانند قدرت خلق كردن مي

اين توانايي بخشي از توانايي عقلي ما است كه موجب پيدايش رياضيات . داده شده است

  .شودمي

شوند، آيا يك مجموعه وقتي به ها با عمل خلق ذهني ما ساخته مياگر مجموعه :سوال

مانند يك  توسط يك فردي تعريف شده باشد و به آن اشاره شده باشد؟آيد كه وجود مي

-توانيم بگوييم اين مجسمههايي را ساخته باشد، ميسازي كه فقط وقتي مجسمهمجسمه

  .توانيم سخن بگوييمها وجود دارند و فقط راجع به آنها مي

ذهن افراد موجودات مورد بحث در رياضي نبايد وابسته به . اين نگرش مطلوب نيست

  .باشند

ها را به عنوان اشيايي ببينيم كه امكان تعريف شدن و به وجود آمدن توانيم مجموعهمي

با جهاني از امكانات روبرو هستيم كه با تعريف و توجه به هر كدام از آنها،  در واقع. دارند

 كه امكان وجود داشتهموجودي  واقع،در  .بخشيمموجوديت ميبه آنها خود در ذهن 

  . ايماست را خلق كرده

خلق يا ايجاد آنها عمل ذهني ما منجر به  ها را از پيش موجود بدانيم،اگر مجموعهاما، 

 گراييافلاطوناين نگرش را  .كنيممي كشفها را شود، بلكه بايد بگوييم مجموعهنمي

  .نامنددر رياضي مي

ها را به صورت موجوداتي ممكن گرايي آن است كه مجموعهيك درجه پايينتر از افلاطون

بدانيم كه وجود واقعي ندارند ولي با تعريف و توجه ما به آنها به صورت اشياء ذهني 
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شوند، بلكه خلق در اين نگرش، اين اشياء جديد كشف نمي. يابندجديد موجوديت مي

  .ها بناميمبه مجموعه امكانياين نگرش را مناسب است نگرش  .شوندمي

ها به عنوان يك جهان از موجودات واقعي ما با جهان مجموعه گراييطونافلادر نگرش 

هاي ممكن سر و كار با يك جهان از مجموعه ،امكانيرش ذهني سر و كار داريم و در نگ

  .ايمهاي ممكن ندادهداريم كه تعهدي به واقعيت پيشيني مجموعه

چنداني بين اين دو نگرش وجود اي، فرق در عمل واقعي رياضي، براي رياضيدانان حرفه

  .اگرچه از لحاظ نگرش فلسفي خيلي با هم فرق دارند. ندارد

ها داريم هاي جهان افلاطوني مجموعهدر هر دو نگرش، ما دسترسي خاصي نه به مجموعه

اما اطلاعاتي عمومي از آنها را در . هاي ممكن دسترسي داريمو نه به جهان مجموعه

  .كنيمها كار مياساس آنها با مجموعهاختيار داريم كه بر 

ها چيست و رابطة آن با جهان افلاطوني نقش نظرية اصل موضوعي مجموعه :سوال

  هاي ممكن چيست؟جهان مجموعه ايها مجموعه

-ها به دليل دقت بخشيدن به فهم ما از مجموعههاي اصل موضوعي مجموعهظهور نظريه

  . ها به وجود آمده بودمجموعههايي بود كه در ها و رفع پارادكس

ها و در دسترس نبودن اين جهان براي ذهن ما، به دليل درك ناقص ما از جهان مجموعه

ها در ذهن دانشمندان پيش آمده بود كه منجر به تصورات نادرستي نسبت به مجموعه

ها معين كردن حدود و ثغور اطلاعات و تصورات ما نسبت به مجموعه. شدپارادكس مي

  .ها شودشود تا مانع بروز پارادكسها انجام ميهاي اصل موضوعي مجموعهدر نظريه

- ها را حل ميها مشكلات ما در درك و فهم مجموعهآيا نظرية اصل موضوعي مجموعه

  كند؟ 
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هاي افلاطوني معتبر است يا ها، جهان مجموعهدر نظرية اصل موضوعي مجموعه :لاوس

چكدام از اين دو نگرش، نيازي نيست و اصلا لازم هاي ممكن؟ يا به هيجهان مجموعه

  شود؟نيست در اين مورد بحثي شود و خود به خود اين مسئله حل مي

  . نظريات اصل موضوعي به وجود آورندة هيچ چيزي نيستند :نكته مهم

با . (آوردگويد تعريف كردن چيزي را به وجود نميجملة معروفي در رياضي هست كه مي

توانيم بگوييم اسب شاخدار چگونه موجودي مثلا ما مي) اشياء ذهني اشتباه نشودتعريف 

  . شود اسب شاخداري در جهان ايجاد شوداست، اما چنين تعريفي باعث نمي

چنين . نظريات اصل موضوعي فقط توصيف كنندة يك موقعيت يا ساختار هستند

واقعي رخ دهد يا ساختار شود كه اصلا چنين موقعيتي به طور توصيفاتي موجب نمي

  .توصيف شده، نمونه يا مدلي داشته باشد

مثلا نظريه اصل موضوعة اعداد حقيقي توصيف كنندة موجوداتي است كه آنها را اعداد 

شوند اعداد حقيقي به وجود آيند، بلكه ولي اين توصيفات موجب نمي. ناميمحقيقي مي

اي از اين سازيم بايد بتوانيم نمونهميها از طريق موجودات ذهني كه از طريق مجموعه

  .موجودات كه ساختار اعداد حقيقي را دارند ارائه كنيم

آورد و نه نسبت به اي به وجود ميها، نه مجموعهنظرية اصل موضوعي مجموعه :نتيجه

  .كندهاي ممكن نظري بيان ميها و نه نسبت به جهان مجموعهجهان افلاطوني مجموعه

و چه مشكلي در  دهدها چه كاري انجام مينظرية اصل موضوعي مجموعهپس،  :سوال

  ؟كندها را حل ميمجموعه

ها، مشخص كردن اطلاعات بنيادين ما نسبت به نقش نظرية اصل موضوعي مجموعه

ها در جهان ما يك درك شهودي نسبت به موجوديت مجموعه. ها استمجموعه

و لازم است اين درك خود را به  ميرادها موعههاي ممكن يا جهان افلاطوني مجمجموعه
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اين اطلاعات بنيادي همان اصول . صورت فهرستي از اطلاعات بنيادين مشخص كنيم

  .ها هستندموضوعة اين نظريات اصل موضوعي مجموعه

هايي در نظرية اصل موضوعي ممكن است تفاوت ،هايي كه در اين دو نگرش استتفاوت

  .مورد پذيرش ايجاد كند

هاي ممكن، ها، براي جهان مجموعهپذيري گودل براي مجموعهبراي مثال، اصل تعريف

قابل قبول است، زيرا به وجود آمدن يك مجموعه در ذهن منوط به تعريف شدن آن 

ها مورد پذيرش نخواهد بود، زيرا وجود و اما اين اصل در جهان افلاطوني مجموعه. است

  .تعريف شدنش نداردپذيرش يك مجموعه ارتباطي با 

هاي ممكن همان نظريه اصل نظريه اصل موضوعي مورد قبول براي جهان مجموعه

  .پذيري گودل استبه همراه اصل تعريف ZFموضوعي 

، بنابراين در هستندپذيري قابل اثبات اصل انتخاب و اصل پيوستار از طريق اصل تعريف

  .اصل انتخاب و اصل پيوستار برقرارند هاي ممكن خود به خودجهان مجموعه

ها چقدر است و بر چه اساسي استوار با اين توصيفات، شناخت ما از مجموعه :سوال

  است؟

ها هستيم و هر گونه تعريفي از هاي ممكن، ما خالق مجموعهدر نگرش جهان مجموعه

تعريفي است كه از آورد و شناخت ما از آن، همان يك مجموعه، آنرا براي ما به وجود مي

آن مجموعه داريم و بعدا با يافتن خواص بيشتر، ممكن است شناخت بيشتري نسبت به 

  .آن پيدا كنيم

هاي ممكن نداريم و فقط در حد همان در اين نگرش، ما شناخت خاصي از كل مجموعه

  .هاي ممكن اطلاع داريماصول موضوعه از كل جهان مجموعه
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خارج از  ،هاها، ما هيچگونه دسترسي خاصي به مجموعههدر نگرش افلاطوني به مجموع

ها نداريم و در نتيجه اطلاعات ما نسبت به جهان افلاطوني همان تعريف كردن مجموعه

-چون، مجموعه. هاي ممكن نيست و حتي كمتر استها بيشتر از حالت مجموعهمجموعه

آيند و از اين لحاظ، اطلاعات ها لزوما با تعريف به وجود نميهاي جهان افلاطوني مجموعه

  .ما نسبت به آنها كمتر است

ها بمانيم و كاري به شود فقط در داخل نظريات اصل موضوعي مجموعهآيا نمي :سوال

  هاي ممكن نداشته باشيم؟ها يا جهان مجموعهجهان افلاطوني مجموعه

باقي . دنظرياتي صوري در يك زبان منطقي صوري هستن نظريات اصل موضوعي، صرفاً

هيلبرت است كه  صورتگراييماندن در نظريات اصل موضوعي همان ديدگاه مكتب 

هاي صوري و داند كه مشغول ساختن فرمولرياضي را فقط كار در يك دستگاه صوري مي

به قول . هاي ديگر، طبق قواعد استنتاج آن دستگاه صوري استاستخراج آنها از فرمول

  .رياضي فقط بازي با نمادها استمعروف، در مكتب صورتگرايي، 

يك دستگاه صوري است و ماندن در اين دستگاه  ها صرفاًنظرية اصل موضوعي مجموعه

  .به معناي آن است كه رياضيدانان فقط مشغول يك بازي مخصوص به خود هستند

اما، در عمل نه رياضيات صرفا يك بازي با نمادها است و نه رياضيدانان چنين تصوري از 

برند شهودي دارند و هايي كه به كار ميرياضيدانان پشت سر فرمول. خود دارندكار 

ها هاي خود قائلند كه همان يافتن حقايقي از جهان افلاطوني مجموعهمعنايي براي يافته

  .هاي ممكن استيا جهان مجموعه

-يك شوخي فلسفي در بارة رياضيدانان مطرح است كه مي ،به دليل چنين مشكلاتي

- گرا هستند ولي به هنگام ارائه يافتهرياضيدانان  به هنگام كار رياضي، افلاطون ندگوي

  !!دهنددانند چه كاري انجام مييعني خودشان هم نمي. هاي خود صورتگرا هستند
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هاي هاي اصل موضوعي در زبانساختارها كه همان نظريه. رياضيات دو جزء مهم دارد

مان معنابخشي به ساختارها هستند كه توسط ها كه هصوري منطقي هستند و مدل

  .شودهاي ممكن انجام ميها يا جهان مجموعهها در جهان افلاطوني مجموعهمجموعه

ها همان تفاوت يك نظرية ها و جهان مجموعهتفاوت نظرية اصل موضوعي مجموعه

بدون مدل، نظرية صوري فقط يك دستگاه صوري است كه . هاي آن استصوري و مدل

  .براي مكتب صورتگرايي ارزشمند است

ها با هاي منطقي صوري بسيار ارزشمند هستند، زيرا اين دستگاهنظريات صوري و زبان

ها بدون هيچ ابهامي قابل قابل ساخته شدن هستند و كار با اين دستگاهتمام،  دقت

و نه  كننديها را با هم تبادل مهاي اين دستگاهف هستند و عملا رياضيدانان فرمولتعري

  .صورتگرايي را دست كم نگيريد ،نياربانب. هيچ چيز ديگر را

هاي صوري در ذهن رياضيدانان است و روي كاغذ قابل نشان اما، معناي اين دستگاه

ها، مفهومي در ذهن رياضيدانان است، اما آنچه رياضيدانان جهان مجموعه. دادن نيست

بنابراين، در عمل . شوندها بيان ميكنند همگي مطالبي است كه در اين دستگاهتوليد مي

  .هاي صوري را در اختيار نداريمهاي اين دستگاهما چيزي جز فرآورده

براي كار  .ناميممي رياضيات ساختارهاكه آنرا  ساختارها، جزء مهمي از رياضي هستند،

كه مكتب  ميتسهساختارها ما نيازمند حداقلي از موجودات ذهني  رياضياتدر 

ها  مانند نمادها و سرهم اين حداقل. كندبراي ما فراهم مي اهنآرياضي  شهودگرايي

ها هستند كه حداقل اشياء رياضي مورد نياز هستند كه آنها را كردن نمادها و آلگوريتم

  .ناميممي رياضيات زمينه

در اين مكتب . گيرانه استرياضيات زمينه در مكتب شهودگرايي بسيار محدود و سخت

در اين .  آلگوريتم بايد ساخته شود، اگرنه موجوديتي نداردهر شيئي حتما توسط يك 
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مكتب نيازي به مفهوم مجموعه نداريم ومجموعه را به صورت يك لفظ كمكي قابل حذف 

  .مجموعه نامتناهي كه اصلا نداريم .توان به كار بردميهاي متناهي براي مجموعه

هاي مورد قبول نيز جزو عهغير از ابزارهاي مورد قبول مكتب شهودگرايي، جهان مجمو

رياضيات زمينه، هم ابزار و هم معناي رياضيات ساختارها را فراهم . رياضيات زمينه است

ها، براي داشتن هاي ممكن يا جهان افلاطوني مجموعهبنابراين، جهان مجموعه. كندمي

  .صرفنظر كرد توان از آنمعنا براي رياضيات ساختارها ضروري است و نمي

هر گزاره خبري را در باره جهان . هاستبراي گزاره صادق بودن مفهومي :اثبات صدق و

هاي رياضي خبري را در باره موجودات رياضي كه در رياضي زمينه قرار گزاره. دهدمي

هاي صوري، يا همان ساختارها، هاي صوري در نظريهاما، اثبات براي گزاره. دهنددارند مي

طبق قواعد ) هاي صوري ديگري هستندكه خودشان گزاره(ات است كه از طريق مفروض

  .شوداستنتاج انجام مي

رابطة . شوندواقعي تعبير مي ياهگزاره ها بههاي صوري يك نظرية صوري در مدلگزاره

هاي هاي صوري اثبات شده، در مدلگزارهتعبير صدق و اثبات به اين صورت است كه 

  .بود ي صادق خواهندهايگزاره ،نظريه

هاي صوري است و صدق، ويژگي مستقيم خود گزاره است، اما اثبات مربوط به گزاره

  .رابطة منطقي آن با چند گزارة صوري ديگر است

در يك مدل از آن صادق باشد،  ،در يك نظرية صوري، اگر تعبير يك گزارة صوري :سوال

  آيا در آن نظرية قابل اثبات است؟

صوري آنقدر قوي باشند كه هر گزارة صوري در آن خودش  هايممكن است برخي نظريه

هاي كامل، اگر در نظريه. نامندها را كامل مياينگونه نظريه. يا نقيضش قابل اثبات باشند

هاي آن صادق باشد، در نظريه صوري قابل اثبات تعبير يك گزاره صوري در يكي از مدل
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گزارة صوري و صادق بودن تعبير آن  هاي كامل قابل اثبات بودندر نظريه. خواهد بود

  .شوندگزارة صوري معادل يكديگر مي

  ها كامل است؟آيا نظرية اصل موضوعي مجموعه :سوال

- هاي اصل موضوعي به اندازة كافي قوي نميگويد نظريهيكي از قضاياي مهم گودل مي

  . توانند كامل باشند

آن است كه نظريه  ،يعوضوم لصا ةيرظن كي ندوبمنظور از به اندازة كافي قوي  )١نكته 

ها اعداد طبيعي و اصول پئانو را در خود داشته باشد كه نظرية اصل موضوعي مجموعه

  .اين ويژگي را دارد

منظور از اصل موضوعي در قضيه گودل آن است كه اصول موضوعه به طور  )٢نكته 

 ولي بايد اين ويژگي را داشته باشدهر نظرية قابل قب. آلگوريتميك قابل تشخيص باشند

روش كارآمد تشخيص دهيم مانند آن است كه  زيرا اگر نتوانيم اصول موضوعه را با يك

  . ويژگي را دارد ها ايننظرية اصل موضوعي مجموعه. شناسيماصلا اصول موضوعه را نمي

به هر ميزان هم كه به آن با يك  ها كامل نيست ونظرية اصل موضوعي مجموعه: نتيجه

  . روش آلگوريتميك اصل اضافه كنيم باز هم كامل نخواهد شد

ها وجود دارد كه ما از آنها اطلاعي نداريم و به حقايق بسياري در بارة مجموعه :نتيجه

  .آنها دسترسي هم نداريم

انيم همة حقايق مربوط به ها بسيار وسيع است و تعجبي ندارد كه ما نتوجهان مجموعه

ترين موجودات رياضي كه اعداد طبيعي باشند نيز آنها را بشناسيم، اما در مورد ساده

  .وضعيت از همين قرار است
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گيريم، نظرية اصل موضوعي اعداد طبيعي كه اصول موضوعة پئانو را براي آن در نظر مي

در اعداد طبيعي داريم كه با يعني حقايقي . طبق قضية ناتماميت گودل، كامل نيست

   .اصول پئانو قابل اثبات نيست

توانيم به دست آوريم كه از طريق اصول چه حقايقي را در بارة اعداد طبيعي مي :لاوس

  موضوعة پئانو به دست نيامده باشد؟

هاي اصل موضوعي هاي صوري نظريهدانيم در قالب گزارههمة آنچه كه ما مي :نكتة مهم

هاي اصل موضوعي نتوانند همة دانش ما ابراين تعجبي ندارد كه نظريهنب .قابل بيان نيست

  .را بيان كنند

قرار دارند يك حقيقت مشخص و قابل ..... و ٣و٢و١اينكه همة اعداد طبيعي در سلسلة 

اما اين واقعيت . كنيمهاي خود استفاده ميدرك براي ما است و از اين موضوع در استدلا

-بنابراين مي. صوري و حتي بينهايت اصل موضوع قابل بيان نيستهاي در قالب گزاره

توانيم حقايقي در بارة اعداد طبيعي بيابيم كه در زبان صوري نظرية اصل موضوعة اعداد 

  .طبيعي قابل اثبات نباشد

 


